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ÛÂÎÂ ÑÈÑÒÅÌÛ
Î.Þ. Ìàêàðåíêîâ
Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòâåðæäåíèå âòîðîé òåîðåìû Í.Í. Áîãîëþáîâà î ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèÿõ ãëàäêèõ ñèñòåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì îáîñíîâûâàåòñÿ äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïîðîæäàþùåå
ðåøåíèå ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòè ðàçðûâà òðàíñâåðñàëüíî è êîòîðûå íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìû âíå ýòèõ
ãèïåðïëîñêîñòåé. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â ñèñòåìàõ ñ ñóõèì òðåíèåì â îòñóòñòâèè çàëèïàíèÿ è óïðóãèõ
îãðàíè÷èòåëåé. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé ñêîðîñòè òåëà, ïåðåìåùàåìîãî
âèáðàöèÿìè.
0.1 Ââåäåíèå
àññìîòðèì ñèñòåìó
x˙+ h(t, x) = εf(t, x, ε), (1)
ãäå h ∈ C1(R × Rn,Rn) è f  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî âðåìåíè íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóå-
ìàÿ óíêöèÿ, òåðïÿùàÿ ðàçðûâû 1-ãî ðîäà â òàêèõ òî÷êàõ (t, x, ε), â êîòîðûõ íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû x îáðàùàþòñÿ â íóëü (ñì. óñëîâèå (A1) íèæå). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïî-
ðîæäàþùàÿ ñèñòåìà
x˙+ h(t, x) = 0 (2)
äîïóñêàåò òîëüêî T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ èçó÷àåò ñóùåñòâîâàíèå,
åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Èçâåñòíîé T -
ïåðèîäè÷åñêîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ (ñì. çàìåíó 7 íèæå) ñèñòåìà (1) ïðèâîäèòñÿ ê ñòàí-
äàðòíîé îðìå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå, êîãäà f ∈ C1(R× Rn ×
[0, 1],Rn), ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà Í.Í. Áîãîëþáîâûì â åãî âòîðîé òåî-
ðåìå (ñì. [2℄, ×.1, 5, Òåîðåìà II).
Ïðèíöèï óñðåäíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ðàçðûâíûõ ñèñòåìàõ
äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿëñÿ ëèáî áåç îáîñíîâàíèÿ (ñì. [3℄), ëèáî áåç îáîñíîâàíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè (ñì. [4℄), ëèáî íà îñíîâàíèè íåãëàäêîãî àíàëîãà ïåðâîé òåîðåìû Í.Í. Áîãîëþáîâà
(ñì. [1℄, [5℄, [8℄). Òàêîé àíàëîã âïåðâûå ïðåäëîæåí Â.À. Ïëîòíèêîâûì [10℄ è ïîçâîëÿåò
óáåäèòüñÿ, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû (1) áëèçêà ê T -ïåðèîäè÷åñêîé íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
ïîðÿäêà [0, 1/ε] è íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî T -ïåðèîäè÷åñêàÿ
è, òåì áîëåå, óñòîé÷èâàÿ íà âñåì [0,+∞). åçóëüòàò íàñòîÿùèé ñòàòüè âïåðâûå ãàðàí-
òèðóåò ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ
T -ïåðèîäè÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé ñêîðîñòè òåëà, ïåðåìåùàåìîãî ïîä äåéñòâè-
åì ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèé, ÷òî áûëî ðàíåå óñòàíîâëåíî À. Ôèäëèíûì [5℄ íà èíòåðâàëå
[0, 1/ε].
Ïðåäëàãàåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïðÿìûì ìåòîäîì ñêëåéêè îïåðàòîðà ñäâèãà ïî òðà-
åêòîðèÿì ñèñòåìû (1) èç åãî ðàãìåíòîâ íà ãëàäêèõ îáëàñòÿõ. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Êîøè ñ âåêòîðíûì âðåìåíåì (ñì. ëåììó 0.2), äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð
Ïóàíêàðå ñèñòåìû (1) äèåðåíöèðóåì ïî àçîâîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðó ε > 0.Äàëåå,
èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè ïðè óìåíüøåíèè ε > 0 ïî ìåðå (ñì. ñëåäñòâèå 0.2),
óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî êëàññè÷åñêîé óíêöèè óñðåäíåíèÿ è ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà Ïó-
àíêàðå ïî ε â ε = 0. Ýòî ïîçâîëèëî ñâÿçàòü ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íóëåé óíêöèè
óñðåäíåíèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà Ïóàíêàðå, êîòîðûå äîñòàòî÷íû äëÿ àíàëèçà
óñòîé÷èâîñòè åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
0.2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Íà ïðîòÿæåíèè ñòàòüè ξj ÿâëÿåòñÿ j-é êîìïîíåíòîé âåêòîðà ξ ∈ Rn, x(·, ξ, 0) îáîçíà÷àåò
ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ è Br(ζ)  ýòî øàð â
R
n
ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ ∈ Rn. åçóëüòàò ñòàòüè ïðèìåíèì ê ðàçðûâíûì
ñèñòåìàì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì àíàëîãè÷íûì ïðåäïîëîæåíèÿì À. Ôèäëèíà [5℄
óñëîâèÿì.
(A1) Ïîëîæèì R
n
s =
{
ξ ∈ Rn : sign(ξj) = sj, j ∈ 1, n
}
, s ∈ {−1, 1}n =
{−1, 1} × . . .× {−1, 1}︸ ︷︷ ︸
n øòóê
. Ñóùåñòâóåò 2n óíêöèé fs ∈ C
1(R × Rn × [0, 1],Rn),
s ∈ {−1, 1}n òàêèõ, ÷òî
f(t, ξ, ε) = fs(t, ξ, ε), (t, ξ, ε) ∈ R× R
n
s × [0, 1], s ∈ {−1, 1}
n.
Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ ê òàêîìó x(·, ξ0, 0), êîòîðîå, îæèäàåòñÿ, áóäåò
ïîðîæäàþùèì, íî ÷àñòî îíè âûïîëíåíû èëè íåò ñðàçó äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2).
(A3) Ìíîæåñòâî òî÷åê S ⊂ Rn\∪s∈{−1,1}nR
n
s , â êîòîðûõ óíêöèÿ ξ 7→ f(t, ξ, ε) íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîé, íå çàâèñèò îò t è ε, è äëÿ ëþáûõ j ∈ 1, n è t ∈
R ñóùåñòâóåò p ∈ 1, n òàêîå, ÷òî óíêöèÿ ξ 7→ f j(t, ξ1, ..., ξp−1, 0 · ξp, ξp+1, ..., ξn, ε)
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà â òî÷êå x(t, ξ0, 0).
(A2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {t ∈ [0, T ] : x(t, ξ0, 0)} ∈ S êîíå÷íî è çàíóìåðóåì åãî
ýëåìåíòû êàê 0 ≤ t1 < ... < tm < T. Ïóñòü t1 > 0 è äëÿ ëþáûõ j ∈ 1, n è i ∈ 1, m
òàêèõ, ÷òî xj(ti, ξ0, 0) = 0 è {ξ ∈ R
n : ξj = 0} ⊂ S, èìååì (xj)′t(ti, ξ0, 0) 6= 0.
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Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ìîæåò âîîáùå íå èìåòü äèåðåíöèðóåìîãî íà âñåì âðåìåííîì
ïðîìåæóòêå ðåøåíèÿ, íàì ñëåäóåò ïðèíÿòü íåñêîëüêî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1. åøåíèåì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ x, äè-
åðåíöèðóåìàÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà {t : x(t) ∈ S} è óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ýòîãî ìíîæåñòâà, ñèñòåìå (1).
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî óíêöèÿ f îãðà-
íè÷åíà íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
Ëåììà 0.1 Ïóñòü h ∈ C1(R×Rn,Rn) è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A1). Ïóñòü ξ0 ∈ R
n
òàêîâî, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A2)-(A3). Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
âñåõ ε ∈ [0, δ], v ∈ Bδ(ξ0) ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t 7→ x(t, ξ, ε) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0, ξ, ε) = ξ. Ýòî ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà [0, T ] è íåïðåðûâíî
äèåðåíöèðóåìî ïî (ξ, ε) ∈ Bδ(ξ0)× [0, δ). Êðîìå òîãî,
{
t : xj(t, ξ, ε) = 0
}
⊂
m⋃
i=1
{
T ji (ξ, ε)
}
, j ∈ 1, n,
ãäå T ji ∈ C
1(Bδ(ξ0)× Bδ(0),R
n) è T ji (ξ0, 0) = ti ïðè âñåõ i ∈ 1, m è j ∈ 1, n.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 0.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå, â êîòîðîì 1Rn  ýòî n-ìåðíûé âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
g : Rn → Rn, t ∈ R, ξ ∈ Rn çàïèñü g(t1Rn +
−→
ξ ) îáîçíà÷àåò ñëåäóþùåå
g(t1Rn +
−→
ξ ) =


g1(t+ ξ1)
.
.
.
gn(t + ξn)

 .
Ëåììà 0.2 Ïóñòü F ∈ C1(R × Rn × [0, 1],Rn). Òîãäà äëÿ ëþáûõ t∗ ∈ R è ξ∗ ∈ R
n
ñóùå-
ñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ ∆ ∈ Bγ(0), ξ ∈ Bγ(ξ∗), ε ∈ [0, γ), çàäà÷à
x˙ = F (t, x, ε), (3)
x(t∗1Rn +
−→
∆) = ξ∗ (4)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t 7→ x(t, t∗1Rn +
−→
∆ , ξ, ε), îïðåäåëåííîå íà R. Áîëåå òîãî,
óíêöèÿ x íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà íà R× Bγ(t∗1Rn)× Bγ(ξ∗)× [0, γ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x˜(·, t∗, ζ, ε) ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(t∗) = ζ. àññìîòðèì óíêöèþ
Φ(∆, ζ, ξ, ε) = x˜(t∗ +
−→
∆ , t∗, ζ, ε)− ξ,
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìóþ íà R
n × Rn × Rn × [0, 1]. Èìååì Φ(0, ξ∗, ξ∗, 0) = 0 è
det‖Φ′ξ(0, ξ∗, ξ∗, 0)‖ = det‖I‖ 6= 0. Ïîýòîìó, èç òåîðåìû î íåÿâíîé óíêöèè ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå γ > 0 è óíêöèè (∆, ξ, ε) 7→ ζ(∆, ξ, ε), íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîé íà
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Bγ(0)×Bγ(ξ∗)× [0, γ) è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
Φ(∆, ζ(∆, ξ, ε), ξ, ε) = 0, ‖∆‖ < γ, ‖ξ − ξ∗‖ < γ, ε ∈ [0, γ).
Èñêîìàÿ óíêöèÿ x äàåòñÿ îðìóëîé
x(t, t∗1Rn +
−→
∆ , ξ, ε) = x˜(t, t∗, ζ(∆, ξ, ε), ε),
è ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 0.1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì
ýòàïå ñòðîÿòñÿ ðàãìåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ïðîõîäÿùåãî â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ
x(·, ξ0, 0) è êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëåíû íà ïîäõîäÿùèõ îêðåñòíîñòÿõ èíòåðâàëîâ
(ti−1, ti). Íà âòîðîì ýòàïå èñêîìîå ðåøåíèå ñêëåèâàåòñÿ èç ïîëó÷åííûõ ðàãìåíòîâ.
I ýòàï. Îáîçíà÷èì t0 = 0, tm+1 = T, çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå i ∈ 1, m+ 1, ïîëîæèì
(t∗, ξ∗) = (ti−1, x(ti−1, ξ0, 0)) è ïðèìåíèì ëåììó 0.2 ê ñèñòåìå
x˙+ h(t, x) = εfs(t, x, ε), (5)
ãäå sj = lim
t→ti−1+0
sign (xj(t, ξ0, 0)), j ∈ 1, n. Ïóñòü γ > 0  òî ÷èñëî, à x˜i(t, ti−11Rn +
−→
∆ , ξ, ε)
 òà óíêöèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â ëåììå 0.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν1, ..., νki íîìåðà êîì-
ïîíåíò ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ x(·, ξ0, 0), îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðè t = ti. Èç óñëîâèÿ
(A3) ñëåäóåò, ÷òî
(x˜ji )
′
t(ti, ti−11Rn, ξ∗, 0) = (x
j)′t(ti, ξ0, 0) 6= 0, j ∈ {ν1, ..., νki}.
Ïîýòîìó, òåîðåìà î íåÿâíîé óíêöèè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò 0 < δi < γ
è ki óíêöèé t
j
i : R
n × Rn × [0, 1] → R, j ∈ {ν1, ..., νki}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (ñì.
ðèñ. 1):
a) tji ∈ C
1(Bδ(ti−11Rn)×Bδ(ξ∗)× [0, δ),R
n),
á) tji (0, ξ∗, 0) = ti,
â) x˜ji (t
j
i (∆, ξ, ε), ti−11Rn +∆, ξ, ε) = 0, ‖∆‖ < δi, ξ ∈ Bδi(ξ∗), ε ∈ [0, δi).
2
3
1
xi(t
2(∆,ξ,ε),ti-1I+∆,ξ,ε)
xi(.,ti-1I+∆,ξ,ε)
x(ti,ξ0,0)
x(.,ξ0,0)
xi(t
1(∆,ξ,ε),ti-1I+∆,ξ,ε)i
i
èñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ âîçìîæíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ex, ïðèâîäÿùåãî ê ðàçâåòâëåíèþ ìîìåíòà âðåìåíè ti íà äâå óíêöèè
t1i è t
2
i , òî åñòü ê ñèòóàöèè, êîãäà ðàçíûå êîìïîíåíòû ξ 7→ f
j1 (t, ξ, ε) è ξ 7→ fj2 (t, ξ, ε) èìåþò ðàçðûâû â îäíîé è òîé æå òî÷êå
x(ti, ξ0, 0). Òàêîé ñëó÷àé äîïóñêàåòñÿ óñëîâèÿìè (A2)-(A3) è ðåàëèçóåòñÿ â ñèñòåìàõ ñ òðåíèåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû (ñì. [3℄).
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Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íåÿâíîé óíêöèè, δi > 0 ìîæåò áûòü óìåíüøåíî åù¼ è òàê,
÷òî x˜ji (t, ti−11Rn +∆, ξ, ε) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ (ti−1 +∆
j , tji (∆, ξ, ε)), j ∈ {ν1, ..., νki}, ‖∆‖ < δi,
‖ξ − ξ∗‖ < δi, 0 ≤ ε < δi. Äëÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ti îïðåäåëèì êàê
tji (∆, ξ, ε) := ti, ∆, ξ ∈ R
n, ε ∈ [0, 1], j ∈ 1, n\{ν1, ..., νki} (6)
è óìåíüøèì δi > 0, åñëè íåîáõîäèìî, òàê, ÷òî x˜
j(t, ti−11Rn + ∆, ξ, ε) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈
(ti−1 +∆
j , tji (∆, ξ, ε)], j ∈ 1, n\{ν1, ..., νki}, ‖∆‖ < δi, ‖ξ − ξ∗‖ < δi, 0 ≤ ε < δi.
II ýòàï. Äâèãàÿñü îò i = m+1 äî i = 2, óìåíüøèì δi−1 > 0 îäíî çà äðóãèì òàê, ÷òîáû
‖x˜i−1(ti−1(∆, ξ, ε), ti−21Rn +∆, ξ, ε)− x(ti−1, ξ0, 0)‖ < δi,
‖ti−1(∆, ξ, ε)− ti−1‖ < δi,
ïðè âñåõ‖∆‖ < δi−1, ‖ξ − x(ti−2, ξ0, 0)‖ < δi−1, 0 ≤ ε < δi−1.
Â ïîìîùü ÷èòàòåëþ ìû ïîäðîáíî âûïèñûâàåì ïåðâûå èòåðàöèè ïîñòðîåíèÿ óíêöèè x,
íî ìåëêèì øðèòîì. Èòàê, äëÿ êàæäîãî j ∈ 1, n, ‖ξ − ξ0‖ ≤ δ1 è 0 ≤ ε < δ1 ïîëîæèì
xj(t, ξ, ε) := exj
1
(t, 0, ξ, ε),
ïðè âñåõ t ∈ [0, tj
1
(0, ξ, ε)],
xj(t, ξ, ε) := exj
2
(t, t1(0, ξ, ε), x(
−→
t 1(0, ξ, ε), ξ, ε), ε),
ïðè âñåõ t ∈ [tj
1
(0, ξ, ε), tj
2
(t1(0, ξ, ε)− t1, x(t1(0, ξ, ε), ξ, ε), ε)].
Äàëåå, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå
T
j
2
(v, ε) = tj
2
(t1(0, ξ, ε)− t1, x(t1(0, ξ, ε), ξ, ε), ε),
ïîñòðîåíèå ïðîäîëæàåòñÿ êàê
xj(t, ξ, ε) := exj
3
(t, T2(ξ, ε), x(
−→
T 2(ξ, ε), ξ, ε), ε),
ïðè âñåõ t ∈ [T j
2
(ξ, ε), tj
3
(T j
2
(ξ, ε)− t2, x(T2(ξ, ε), ξ, ε), ε)].
Îáùàÿ èòåðàöèîííàÿ îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ x(t, ξ, ε) ïðè ïðîèçâîëüíûõ t ∈ [0, T ],
‖ξ − ξ0‖ < δ1, 0 ≤ ε < δ1 è i = 1, ..., m+ 1 âûïèñûâàåòñÿ êàê
xj(t, ξ, ε) := x˜ji (t, Ti−1(ξ, ε), x(
−→
T i−1(ξ, ε), ξ, ε), ε),
ïðè âñåõ t ∈ [T ji−1(ξ, ε), T
j
i (ξ, ε)],
ãäå Ti(ξ, ε) = ti(Ti−1(ξ, ε) − ti−1, x(Ti−1(ξ, ε), ξ, ε)), T1(ξ, ε) = t1(0, ξ, ε), T0(ξ, ε) = 0. Ïðè
ýòîì èç (6) èìååì T jm+1 = T äëÿ ëþáîãî j ∈ 1, n. Òàê êàê x˜i ∈ C
1(R × Bδ1(ti−11Rn) ×
Bδ1(x(ti−1, ξ0, 0))× [0, δ1),R
n) è ti ∈ C
1(Bδ1(0)×Bδ1(x(ti−1, ξ0, 0))× [0, δ1),R
n), òî z(t, ·), Ti ∈
C1(Bδ1(x(ti−1, ξ0, 0))× [0, δ1),R
n) ïðè âñåõ i ∈ 1, m, t ∈ [0, T ].
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî
ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì i ∈ 1, m è äîñòàòî÷íî ìàëîì
γ > 0 ÷àñòü x((t∗, t∗ + γ)) ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t∗) = ξ, ãäå
|t∗ − ti| < γ, ‖ξ − ξ0‖ < γ è ξ, x(ti, ξ0, 0) ∈ S, ëåæèò â òîì æå ìíîæåñòâå R
n
s , ÷òî è
x((ti, ti + γ), ξ∗, 0) (êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ t 7→ x(t, ξ, ε)). Â ñèëó
ïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå x íåïðåðûâíî
äèåðåíöèðóåìî íà (t∗, t∗+γ). Íî òîãäà, ñ÷èòàÿ ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷àåì, ÷òî
çíà÷åíèÿ x′(t), t ∈ (t∗, t∗ + γ) è x
′
t(t, ξ∗, 0), t ∈ (ti, ti + γ) ñêîëü óãîäíî áëèçêè. Òðåáóåìîå
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óòâåðæäåíèå òåïåðü ëåãêî ñëåäóåò èç òðàíñâåðñàëüíîñòè t 7→ x(t, ξ0, 0) ïî îòíîøåíèþ ê
S â òî÷êå ti, âûòåêàþùåé èç (A3).
Ëåììà 0.1 ïîçâîëÿåò ââåñòè ïðè ìàëûõ ε > 0 è ξ ∈ Rn áëèçêèõ ê ξ0 ñëåäóþùóþ
óíêöèþ
u(t, ξ, ε) = x−1(t, x(t, ξ, ε), 0), (7)
ãäå x−1(t, ·, 0)  îáðàòíûé ê x(t, ·, 0) îïåðàòîð (òî åñòü x(t, x−1(t, ξ, 0), 0) =
x−1(t, x(t, ξ, 0), 0) = ξ), ñóùåñòâóþùèé â ñèëó ãëàäêîñòè ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2). Çà-
ìåíà (7) ïðèâîäèò (1) ê ñòàíäàðòíîé îðìå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ
u˙ = ε(x′u(t, u, 0))
−1f(t, x(t, u, 0), ε). (8)
åøåíèÿ ñèñòåìû (8) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1. Â ÷àñòíîñòè óíêöèÿ
t 7→ u(t, ξ, ε) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8) è, â ñèëó ëåììû 0.1, íåïðåðûâíî äèå-
ðåíöèðóåìî ïî (ξ, ε) äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê (ξ0, 0). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä ñâîéñòâ ïðàâîé
÷àñòè ñèñòåìû (8), êîòîðûå ìû ñåé÷àñ âûâåäåì èç ëåììû 0.1.
Ñëåäñòâèå 0.1 Â óñëîâèÿõ ëåììû 0.1 óíêöèÿ
t 7→ (x′u(t, ξ, 0))
−1f(t, x(t, ξ, 0), 0)
ñóììèðóåìà íà [0, T ] ïðè âñåõ ‖ξ − ξ0‖ < δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñóììèðóåìîñòè óíêöèè t 7→ f(t, x(t, ξ, 0), 0),
êîòîðàÿ, â ñèëó ëåììû 0.1, íåïðåðûâíà íà [0, T ] âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, òî÷åê
∪i∈1,m,j∈1,n{T
j
i (ξ, 0)}.
Äàííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå êëàññè÷åñêóþ óíêöèþ óñðåäíå-
íèÿ
f(ξ) =
∫ T
0
(x′u(τ, ξ, 0))
−1f(τ, x(τ, ξ, 0), 0)dτ, ‖ξ − ξ0‖ < δ.
Ñëåäñòâèå 0.2 Â óñëîâèÿõ ëåììû 0.1 ïðè âñåõ ξ ∈ Bδ(ξ0) è σ > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå
lim
ε→0
mes {t ∈ [0, T ] : ‖f(t, x(t, u(t, ξ, ε), 0), ε)− f(t, x(t, ξ, 0), 0)‖ ≥ σ} = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàèêñèðóåì j ∈ 1, n, σ > 0, ξ ∈ Bδ(ξ0) è γ > 0. Âûáåðåì ε0 > 0
íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî
‖T ji (ξ, ε)− T
j
i (ξ, 0)‖ < γ, ε ∈ [0, ε0], i ∈ 1, m.
Îáîçíà÷àÿ T j0 (ξ, ε) ≡ 0 è T
j
m+1(ξ, ε) ≡ T, ïðè ëþáîì i ∈ 1, m+ 1 èìååì
f(t, x(t, u(t, ξ, ε), 0), ε)→ f(t, x(t, ξ, 0), 0) ïðè ε→ 0
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ðàâíîìåðíî íà [T ji−1(ξ, 0) + γ, T
j
i (ξ, 0) − γ], â ÷àñòíîñòè ìû ìîæåì óìåíüøèòü ε0 > 0
íàñòîëüêî, ÷òî
‖f(t, x(t, u(t, ξ, ε), 0), ε)− f(t, x(t, ξ, 0), 0)‖ < σ,
ïðè âñåõ [T ji−1(ξ, 0) + γ, T
j
i (ξ, 0)− γ], ξ ∈ Bδ(ξ0), ε ∈ [0, ε0], i ∈ 1, m+ 1. Òàêèì îáðàçîì,
mes {t ∈ [0, T ] : ‖f(t, x(t, u(t, ξ, ε), 0), ε)− f(t, x(t, ξ, 0), 0)‖ ≥ σ} ≤
≤ (m+ 1) · 2γ, ïðè âñåõ ξ ∈ Bδ(ξ0), ε ∈ [0, ε0].
Ïîñêîëüêó γ > 0 áûëî âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå 0.3 Â óñëîâèÿõ ëåììû 0.1 èìååì f(ξ) = x′ε(T, ξ, 0), â ÷àñòíîñòè óíêöèÿ f
íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà íà Bδ(v0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
u(T, ξ, ε) = ξ + ε
∫ T
0
(x′u(τ, u(τ, ξ, ε), 0))
−1f(τ, x(τ, u(τ, ξ, ε), 0), ε)dτ,
ïîýòîìó,
u′ε(T, ξ, 0) = lim
ε→0
u(T, ξ, ε)− u(T, ξ, 0)
ε
=
= lim
ε→0
∫ T
0
(x′u(τ, u(τ, ξ, ε), 0))
−1f(τ, x(τ, u(τ, ξ, ε), 0), ε)dτ.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè óíêöèè u è îãðàíè÷åííîñòè óíêöèè f, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî τ ∈ [0, T ], ξ ∈ Bδ(ξ0) è ε ∈ [0, δ). Çíà÷èò, ñëåäñòâèå 0.2
ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è
ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ
lim
ε→0
∫ T
0
(x′u(τ, u(τ, ξ, ε), 0))
−1f(τ, x(τ, u(τ, ξ, ε), 0), ε)dτ = f(ξ),
çàâåðøàþùåìó äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà 0.1 Ïóñòü h ∈ C1(R× Rn,Rn) è êàæäîå ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2)
T -ïåðèîäè÷íî. Ïóñòü f  T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî âðåìåíè íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ
óíêöèÿ, òåðïÿùàÿ ðàçðûâû 1-ãî ðîäà íà S, òî÷íåå, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A1).
Çàäàäèìñÿ ξ0 ∈ R
n, óäîâëåòâîðÿþùèì (A2), òî åñòü òàêèì, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈
[0, T ] è j ∈ 1, n ðåøåíèå t 7→ x(t, ξ0, 0) ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàåò íå áîëåå
îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè ðàçðûâà óíêöèè f j è òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò òîëüêî ïðè
t ∈ (0, T ). Ïóñòü, íàêîíåö, ðåøåíèå x(·, ξ0, 0) ïåðåñåêàåò S òðàíñâåðñàëüíî, òî åñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå (A3). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè f(ξ0) = 0 è det‖f
′
(ξ0)‖ 6= 0, òî ñóùåñòâóþò δ > 0 è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè ε ∈
(0, ε0) ñèñòåìà (8) èìååò åäèíñòâåííîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå uε ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì uε(0) ∈ Bδ(ξ0).
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2) Åñëè â óñëîâèÿõ ïóíêòà 1) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû f
′
(ξ0) èìåþò îòðè-
öàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ðåøåíèÿ {uε}ε∈(0,ε0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâû.
3) Åñëè â óñëîâèÿõ ïóíêòà 1) õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû f
′
(ξ0)
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî ðåøåíèÿ {uε}ε∈(0,ε0) íåóñòîé÷èâû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
f ε(ξ) =
∫ T
0
(x′u(τ, u(τ, ξ, ε), 0))
−1f(τ, x(τ, u(τ, ξ, ε), 0), ε)dτ,
òîãäà
u(T, ξ, ε) = ξ + εf ε(ξ) = u
′
ξ(T, ξ, 0) + εf ε(ξ). (9)
Ïîýòîìó,
u′ξ(T, ξ, ε)− u
′
ξ(T, ξ, 0)
ε
= (f ε)
′(ξ).
Â ñèëó ëåììû 0.1 èìååì
u′ξ(T, ξ, ε)− u
′
ξ(T, ξ, 0)
ε
→ u′ξ
′
ε(T, ξ, 0) ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî ïî
ξ ∈ Bδ(ξ0). Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ 0.3,
(f ε)
′(ξ)→ (f)′(ξ) ïðè ε→ 0
ðàâíîìåðíî ïî ξ ∈ Bδ(ξ0).
1) Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 è δ > 0 òàêèå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) óíêöèÿ ξ 7→ u(T, ξ, ε)− ξ èìååò
åäèíñòâåííûé íóëü â Bδ(ξ0). Â ñèëó îðìóëû (9) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äàííîå óòâåð-
æäåíèå äëÿ óíêöèè f ε(ξ). Íî â ñèëó óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ýòî óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî
ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé óíêöèè.
2) Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû u′ξ(T, ξε, ε). Èìååì
u′ξ(T, ξε, ε) = I + ε(f ε)
′(ξε).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû (f)′(ξ0) îò-
ðèöàòåëüíû. Ïóñòü λ0  êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû (f)
′(ξ0) è λε  êàêîå-
íèáóäü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû (f)′(ξε), ñõîäÿùååñÿ ïðè ε→ 0 ê λ0. Òîãäà 1 + ελε
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû I+ε(f ε)
′(ξε). Íî λε = λ0+ δε, ãäå δε → 0
ïðè ε→ 0, çíà÷èò 1+ ελε = 1+ ελ0+ εδε. Òàê êàê Re(λ0) < 0, òî ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå,
÷òî Re(1 + ελε) < 0 ïðè ε ∈ (0, ε0]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε ∈ (0, ε0] ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû u′ξ(T, ξε, ε) ëåæàò â åäèíè÷íîì øàðå. Çàèêñèðóåì ε ∈ [0, ε0] è îáîçíà÷èì ÷åðåç
‖ · ‖0 òàêóþ íîðìó â R
n, ÷òî
sup
‖ζ‖0≤1
‖u′ξ(T, ξε, ε)ζ‖0 ≤ q < 1
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(ñì. [6℄, ñ. 90, ëåììà 2.2). Òîãäà íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî
sup
‖ζ‖0≤1
‖u′ξ(T, ξ, ε)ζ‖0 ≤ q˜ < 1 äëÿ âñåõ ξ ∈ Bδ(ξε).
Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü
‖u(T, ξ1, ε)− u(T, ξ2, ε)‖0 ≤ q˜‖ξ1 − ξ2‖0, ξ1, ξ2 ∈ Bδ(ξ0),
÷òî îçíà÷àåò (ñì. [7℄, ëåììà 9.2) àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
uε.
3) Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà (f)′(ξ0) äîïóñêàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïðèõîäèì ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ òàêîãî ε0 > 0, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] ìàòðèöà u
′
ξ(T, ξε, ε) äîïóñêàåò ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λε ñ á/'îëüøåé åäèíèöû âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Çàèêñèðóåì ε ∈ (0, ε0]. Íà îñ-
íîâàíèè òåîðåìû ðîáìàíà-Õàðòìàíà (ñì., íàïð., [9℄, òåîðåìà 4.1) ñóùåñòâóåò λ > 0 è
ëîêàëüíûé ãîìåîìîðèçì g : Bα(ξε)→ R
n
òàêîé, ÷òî
u(T, ξ, ε) = g−1(u′ξ(T, ξε, ε)g(ξ)), ξ ∈ Bα(ξε), (10)
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ p-é ñòåïåíè îïåðàòîðà ξ 7→ u(T, ·, ε) èìååì
up(T, ξ, ε) = g−1((u′ξ(T, ξε, ε))
pg(ξ)), ξ ∈ Bα(ξε).
Ïóñòü l ∈ Rn  ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû u′ξ(T, ξε, ε), ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λε è òàêîé, ÷òî g
−1(u′ξ(T, ξε, ε)l) îïðåäåëåíî. Èç (10) èìååì g(ξε) =
u′ξ(T, ξε, ε)g(ξε), òî åñòü g(ξε) = 0 è, çíà÷èò, g
−1(l) 6= ξε. Ïîýòîìó, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåóñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü òàêóþ ñõîäÿùóþñÿ ê ξε ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ζp}p∈N, ÷òî
up(T, ζp, ε) = g
−1(l), p ∈ N.
Òðåáóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ζp = g
−1
(
1
λp
l
)
, p ∈ N.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ξε = g
−1(0), òî ζp → ξε ïðè p→∞, è, äàëåå,
up(T, ζp, ε) = g
−1
(
(u′ξ(T, ξε, ε))
pg
(
g−1
(
1
λp
l
)))
=
= g−1
(
(u′ξ(T, ξε, ε))
p 1
λp
l
)
= g−1
(
λp
1
λp
l
)
= g−1(l).
Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Òàê êàê çàìåíà (7) T -ïåðèîäè÷íà, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 0.1 óíêöèÿ xε(t) =
x(t, uε(t), 0) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) è ðåøåíèå xε óñòîé÷èâî
èëè íåóñòîé÷èâî âìåñòå ñ uε. Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ñîðìóëèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå â
âèäå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 0.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 0.1. Òîãäà óòâåðæäåíèÿ 1), 2) è 3)
ýòîé òåîðåìû èìåþò ìåñòî è äëÿ ñèñòåìû (1).
0.3 Êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè òåëà, ïåðåìåùàåìîãî ïåðèîäè÷åñêèìè
âèáðàöèÿìè
Â ýòîé ñåêöèè òåîðåìà 0.2 èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà ïåðèîäè÷íîñòè è
óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñêîðîñòè òåëà â ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè èç ðèñóíêà 2. Óðàâíåíèå
α cos t
z
èñ. 2. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ èìååò çíà÷åíèå −εa < 0 ïðè äâèæåíèè òåëà âïðàâî è çíà÷åíèå
εb > 0 ïðè äâèæåíèè òåëà âëåâî, ãäå a 6= b. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ãîðèçîíòàëüíîé âèáðàöèè ñ àìïëèòóäîé cos t.
äâèæåíèÿ òåëà çàïèñûâàåòñÿ (ñì. [5℄) â âèäå
z¨ = cos t− aεE(z˙) + bεE(−z˙), ãäå E(z˙) = (sign(z˙) + 1)/2. (11)
Çàìåíà x = z˙ ïðèâîäèò ñèñòåìó (11) ê ñèñòåìå âèäà (1)
x˙ = cos t− aεE(x) + bεE(−x). (12)
Çíà÷èò, S = {0}, x(t, ξ0, 0) = −ξ0 sin t è óñëîâèÿ òåîðåìû 0.2 âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî
ξ0 ∈ R\{0}. Ôóíêöèÿ f èìååò âèä (ñì. [5℄)
f(ξ) = −4(a + b) arcsin(ξ) + 2pi(a− b),
îòêóäà ξ0 = sin
(
a−b
a+b
pi
)
è (f)′(ξ0) = −2
a+b
|cos( a−ba+bpi)|
< 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a > b (a < b) òåëî
äâèæåòñÿ âïðàâî (âëåâî) ñ pi-ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé
ñêîðîñòüþ.
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì BF6M10 îñíàóêè è CRDF (ïðîãðàììà BRHE) è ãðàí-
òîì MK-1620.2008.1 Ïðåçèäåíòà Ô ìîëîäûì êàíäèäàòàì íàóê. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäå-
íû â õîäå ñòàæèðîâêè àâòîðà â Èíñòèòóòå Ïðîáëåì Óïðàâëåíèÿ ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðî. Â.Í. Òõàÿ è èíàíñèðóåìîé ãðàíòîì ÔÔÈ 08-01-90704-ìîá_ñò.
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